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摘 要:针对机械臂在执行任务过程中末端执行器的实际与期望的初始位置存在误差的问题，

提出一种基于二次型规划的容错型运动规划方案，用于减小机械臂在执行轨迹跟踪任务时初始位

置误差对任务执行精度的影响。采用神经动力学方法，把位置误差转换为机械臂末端运动速度，并
在速度层上对机械臂进行建模。使用一种基于线性变分不等式的原对偶神经网络求解器，对提出
的二次型规划方案进行实时求解。平面二连杆机械臂的仿真结果证明了初始位置误差呈指数收敛
趋于 0，验证了该容错方案的有效性。
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Abstract: In the robotic application，the error would exist between the actual and desired initial positions of
the end-effector. In this paper，a fault-tolerant motion planning scheme was proposed based on quadratic
programming to reduce the initial position error and improve the tracking accuracy during the end-effector executing
the task. By using the neural-dynamics method，an error-eliminating velocity was designed based on the real-time
position error，and was incorporated into the end-effector velocity together with the task desired velocity.
Furthermore，a primal-dual neural network solver based on linear variational inequalities was used to solve the
proposed quadratic programming scheme in real-time. TheMATLAB simulationresults of a two-degree-of-freedom
planar manipulator demonstratethat the initial position error is exponential convergent to 0，and the fault-tolerance
scheme is effective.
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0 前 言

机械臂由于其工作效率高、重复精度好、可以代
替人类在危险环境下工作等特点，被广泛应用于农

业、制造业、服务业等多个领域［1 － 5］。机械臂的运动
学解析问题是机器人研究中最基本的问题之一，在

近几十年中得到了国内外学者的广泛关注［6］。基
于雅克比矩阵求逆的方法经常被用来规划机械臂的

运动，这一方法虽然能够进行实时计算，但是该方法

需要对矩阵进行求逆运算，计算较为复杂［5 － 8］。
由于机械臂工作的环境比较复杂，在实际应用

中，可能会由于温度变化、D-H 参数误差、传感器误
差等因素的影响，导致机械臂在进行初始状态调整

时，末端执行器的初始位置与在执行轨迹跟踪任务

时期望的初始位置之间存在误差［9，10］。此外，这一
误差会随着机械臂的长期工作和磨损而逐渐增

大［11］。如果没有及时对该误差进行有效的控制和
减小，那么该误差会存在于整个任务的执行过程中，

影响任务的执行精度。因此，如何有效减小初始位
置误差是机械臂进行运动规划中需要考虑的重要问

题。就作者所知，目前对于这一问题的研究较少。
有学者提出了一种可用来进行机器人位姿误差补偿

的差值算法，但该方法计算较为繁琐且不能实现误

差的在线补偿［12］。文献［13］中提出利用激光跟踪
仪测量机器人位姿，并构建闭环控制系统对机器人

位姿误差进行在线补偿，该方法需要进行多次在线

补偿，且能达到的精度不高。还有学者利用微小位
移合成法建立机器人的位置误差模型，提出利用雅

克比矩阵将末端运动轨迹误差转换为关节角修正量

的算法，通过优化关节转角来减小路径跟踪误

差［14］。该方法虽然简单且易于理解，但是需要进行
矩阵求逆运算，计算复杂，同时难以达到很好的末端

作业精度。
本文就提出的机械臂初始位置误差这一问题，

大致分为以下几部分来探讨其容错规划方案。首
先，基于神经动力学方法把位置误差转换为机械臂

末端运动速度，对容错方案进行相应的数学描述。
第二，建立基于二次型的解析方案，在速度层上对机

械臂的逆运动学问题进行求解。第三，通过构造基
于线性变分不等式的原对偶神经网络对上述的二次

型解析方案进行实时求解。最后以二连杆机械臂为
例对该方案进行 MATLAB仿真，探讨该容错方案对
于消除初始位置误差的可行性和有效性。

1 初始位置误差的容错方案描述

用如下的表达式描述给定的机械臂的关节角与

末端执行器的位置之间的关系:

r( t) = f( θ( t) ) ( 1)
其中: f( ·) 是关节角与机械臂末端位置之间的非线
性映射关系; r( t) ∈Ｒm 为关节角向量 θ( t) ∈Ｒn 对

应的机械臂末端笛卡尔位置向量。为获得解析解，
逆运动学问题通常是通过如下的关系式在速度层上

进行求解:

r·( t) = J( θ) θ
·
( t) ( 2)

其中 J( θ) ∈Ｒm × n是机械臂的雅可比矩阵，它描述了

机械臂关节空间速度 θ
·
( t) 与笛卡尔空间速度 r·( t)

的关系。
1. 1 笛卡尔轨迹速度优化
借鉴并结合文［15 － 16］中机械臂的状态调整

方案中对关节速度设计的思想，为了有效减小机械

臂末端的实际位置和期望位置之间的初始位置误

差，将实时误差定义为

g( t) = r( t) － rd ( t) ( 3)
其中 rd ( t) 为期望的机械臂末端轨迹。为了消除机
械臂末端存在的误差，即让式( 3) 收敛到 0，考虑设
计如下

g·( t) = dg( t)dt = － λg( t) ( 4)

其中: λ用来调整该位置误差的收敛率; g·( t) 表示实
际和期望的机械臂末端执行器轨迹之间的向量值误

差随时间的导数。为了使得 g·( t) 的初始值为零，将
λ设为时变参数 λ( t) : = λ0 t，其中 λ0 是一个可任意

设置的标量系数。综上所述，机械臂末端执行器速
度可以优化为

r·( t) = r·d ( t) + g
·( t) ( 5)

由式( 3) ～ ( 5) 所描述的速度优化方案是全局指数
收敛的，该优化理论可以用下面的定理来描述。
定理 1 从任意初始位置 r( 0 ) 开始，速度优化

方案( 3) ～ ( 5) 中的机械臂末端位置变量 r( t) 以收
敛率 λ0 t /2 全局指数收敛到期望的轨迹位置 rd ( t) 。

此外，误差随时间的导数 g·( t) 也是以收敛率 λ0 t /2
全局指数收敛至 0。
证明: 参考和借鉴文［15 － 16］中提出的方法，

对该定理作如下证明。
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由式( 4) 推出:
1

g( t) dg( t) = － λdt ( 6)

将参数 λ: = λ0 t代入式( 6 ) 并对式( 6 ) 两边同时积
分可以得到

g( t) = g( 0) exp － 1
2 λ0 t( )2 ( 7)

将式( 3) 代入式( 7) 得到

r( t) － rd ( t) =［r( 0) － rd ( 0) ］exp － 1
2 λ0 t( )2

( 8)

也就是说，随着时间的增加，r( t) 以收敛率
λ0 t
2 全局

指数收敛到 rd ( t) 。
通过式( 8) 可以定义一个对应于期望轨迹位置

rd ( t) 的机械臂末端的位置差异率 σ( t) :

σ( t) : =
‖r( t) － rd ( t) ‖2

‖r( 0) － rd ( 0) ‖2
= exp －

λ0 t
2( )t ( 9)

而且，通过对式( 8) 关于时间的求导，可得误差随时
间的导数:

g·( t) = － g( 0) λ0 texp － 1
2 λ0 t( )2 ( 10)

由式( 10 ) 可知，误差随时间的导数 g· ( t) 以收敛率
λ0 t
2 全局指数收敛到 0。证明完毕。

1. 2 容错解析方案描述
基于文［16］中机械臂运动解析方案的设计思

想，本文设计了可用来消除初始位置误差的容错解

析方案:

最小化
1
2 θ
·TMθ

·
+ bTθ

·

约束条件 Jθ
·
= r·

θ －≤θ≤θ + ( 11)

θ
· －≤θ

·
≤θ
· + ( 12)

其中 M和 b分别为系数矩阵和系数向量，根据特定
的性能指标来定义。机械臂末端执行器速度
r·( t) = r·d ( t) + g

·( t) ，式( 11 ) 和式( 12 ) 分别为机械
臂的关节角极限和关节速度极限约束关系。
由于该容错方案在速度层上进行解析，将式

( 11) 作如下的转换［15］:

δ( θ － － θ) ≤θ
·
≤δ( θ + － θ) ( 13)

其中 δ作为一个自定义系数用来调节关节速度的可
行域。由于本文中不包含其他的优化指标，因此将
系数向量 b设置为 b: = 0∈Ｒn，系数矩阵 M 设置为

M: = I∈Ｒn × n。获得如下的基于二次型规划的在速
度层上求解的容错解析方案:

最小化
1
2 xTx ( 14)

约束条件 Jx = q ( 15)
η －≤x≤η + ( 16)

其中，式( 16) 为式( 12) 和( 13) 转换得来的关节速度

的双端约束，η －
i : = max{ δ( θ －

i － θi ) ，θ
· －

i } 和 η +
i : =

min{ δ( θ +
i － θi ) ，θ

· +
i } 分别表示 η －和 η +的第 i 个元

素。决策变量 x: = θ
·
∈Ｒn，系数向量 q: = r·∈Ｒn。

2 原对偶神经网络求解器

基于二次型、线性变分不等式和分段线性方程
组的等价性，应用原对偶神经网络求解器对式( 14 )
～ ( 16) 进行实时求解［17 － 19］。首先，将二次型规划
问题转换成线性变分不等式问题，也就是找到一个

原对偶决策向量 y* ∈Ω = { y | y －≤y≤y + } Ｒm + n

对y∈Ω都满足［19］

( y － y* ) T ( Gy* + ξ) ≥0 ( 17)

这里 G: =
M － JT

J[ ]0
∈ Ｒ( n + m) × ( n + m) ，ξ: =

0
－[ ]q ∈Ｒn + m，原对偶决策向量 y 和它的上下界分

别定义为

y =
x[ ]u ，y + =

η +

A[ ]～ ，y
－ =

η －

－ A[ ]～

其中: A
～
∈Ｒm 为正无穷大向量; u∈Ｒm 是等式约束

( 15) 所对应的对偶决策向量。
然后，鉴于线性变分不等式和分段线性等式的

等价性，将式( 17) 转化成如下［19］

PΩ［y － ( Gy + ξ) ］－ y = 0 ( 18)
其中: PΩ［·］为一个投影算子，PΩ［y］从空间 Ｒn + m

到集合 Ω的投影结果定义为
y －
i 如果 yi≤y －

i

yi 如果 y －
i ≤yi≤y +

i ，i∈{ 1，2，…，n +m}

y +
i 如果 yi≥y +{

i

最后，本文采用如下的动力学方程来描述基于

线性变分不等式的原对偶神经网络:

y· = γ{ PΩ［y －Gy］－ y} ( 19)
其中，为了能对神经网络的收敛率进行调节，设计参

数 γ ＞ 0。此外，根据文［19 － 20］可以得到下面关于
该神经网络的收敛性定理。
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定理 2 假定二次型规划问题( 14 ) ～ ( 16 ) 存
在最优解 x* ，那么从任何一个初始状态 y ( 0 ) ∈
Ｒm + n出发，基于线性变分不等式的原对偶神经网络

( 18) 总能收敛到平衡点 y* ，且它的前 n个元素构成
了该二次型规划问题( 14) ～ ( 16) 的最优解 x* 。
证明: 可由文［19 － 20］归纳总结得到如下定理

2 的证明。利用投影不等式［19］可以证明得到:
( y － y* ) T ( I +GT ) ( y － PΩ ( y － ( Gy + ξ) ) ) ≥

‖y － PΩ ( y － ( Gy + ξ) ) ‖
2
2 + ( y － y

* ) TG( y － y* )
构造李雅普诺夫函数 V( y) =‖y － y* ‖2

2 /2≥0，它
随时间的导数为

dV( y)
dt = V( y)

( )y
T dy
dt =

( y － y* ) Tγ( PΩ ( y － ( Gy + ξ) ) － y) ≤
－ γ( I +GT ) － 1 {‖y － PΩ ( y － ( Gy + ξ) ) ‖

2
2 +‖y －

y* ‖2
G}≤0
可知当 y = y* 或者 dy /dt = 0 时，dV( y) /dt = 0，

根据李雅普诺夫理论，该原对偶神经网络的网络状

态 y( t) 是稳定的且全局收敛至平衡点 y* 。y* 是式
( 17) 的解，那么，它的前 n 个元素构成二次型规划
问题( 14) ～ ( 16) 的最优解 x* 。证明完毕。
值得提及的是，与其它递归神经网络相比，基于

线性变分不等式的原对偶神经网络没有涉及到矩阵

的伪逆或乘法运算，也没有任何的高阶非线性计算，

降低了计算的复杂度［19］。机械臂容错运动流程原
理如图 1 所示。

图 1 机械臂容错运动控制框图
Fig. 1 Block chart of fault-tolerant motion control

3 仿真验证

由于本文的目的仅在于有效减小机械臂末端执

行器的初始位置误差，且不包含其它优化指标。因
此，本节以二连杆机械臂为仿真模型，让机械臂末端

执行器在具有不同初始位置误差的情况下分别执行

直线和“8”字形曲线的轨迹跟踪任务，通过计算机
仿真来验证容错解析方案的有效性。
3. 1 直线轨迹跟踪
在本小节中，要求机械臂末端在初始位置存在

误差的情况下对一条直线执行轨迹跟踪任务。期望
的初始关节角向量为［π /12，π /6］T rad，实际的关节
角向量设置为［π /12，0. 9π /6］T rad。直线轨迹的初
始位置 ( 即期望初始位置) rd ( 0 ) = ( 1. 673 03，
0. 965 93) m，而实际的机械臂末端执行器的初始位
置设为 r( 0) = ( 1. 709 07，0. 927 95) m，初始位置误
差 g( 0) = ( 0. 036 04，－ 0. 037 98) m。机械臂关节
角度的上下极限设定为 ±［π，π］T rad，关节速度的
上下极限设置为 ±［π，π］T rad /s，任务执行周期为
10 s。设计参数 λ0 = 2，δ = 20，γ = 108。仿真结果如
图 2、图 3 和表 1 所示。

图 2 机械臂末端轨迹和关节运动图
Fig. 2 End-effector trajectory and joint

motion of the manipulator
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图 3 机械臂关节、关节速度曲线及位置误差曲线
Fig. 3 Transients of joint position，velocity

and end-effector position errors

表 1 机械臂末端执行器位置误差收敛情况
Tab. 1 Convergence situation of end-effector position errors

时间 t

/ s
位置差异率

σ( t)
exp( － t2 )

0. 51 7. 675 × 10 －1 7. 71 × 10 －1

1. 03 3. 49 × 10 －1 3. 461 × 10 －1

2. 50 1. 9 × 10 －3 1. 9 × 10 －3

5. 03 2. 66 × 10 －7 1. 03 × 10 －11

8. 01 1. 20 × 10 －9 1. 37 × 10 －28

10 1. 16 × 10 －8 3. 72 × 10 －44

图 2 为机械臂在执行直线轨迹跟踪任务时的轨
迹位置变化曲线图。从图 2( a) 中可看出，在任务刚
开始执行的时候是存在初始位置误差的，但是随后

位置误差在不断减少直到与期望轨迹重合。从图 3
( a) 和( b) 中可以看到在整个任务周期中，机械臂的
关节角和关节速度曲线都比较平滑，这符合我们的

容错方案设计，此外图 3( c) 中的位置误差变化曲线
表明了在轨迹跟踪过程中，机械臂末端执行器的位

置较快地收敛到了期望的轨迹位置上。通过表 1 和
仿真实验数据可以知道随着时间 t 的变化，位置误

差在不断的减小，到任务结束时的位置误差仅为

( 5. 922 90 × 10 －10，－ 1. 337 90 × 10 －10 ) m，另外，通
过式( 9) 对收敛性进行量化分析可知随着时间 t 的
变化，位置差异率 σ( t) 越来越接近于 exp( － t2 ) ，这
说明了该容错算法能够实现对位置误差的快速减

小。综上可知，所提出的容错规划方案对于初始位
置误差快速有效地减小是有效的。
3. 2 “8”字形轨迹跟踪
为进一步证明在执行不同的轨迹跟踪任务或者

是在初始误差较大的情况下本文提出的容错方案同

样具有可行性。在本小节中，要求机械臂末端执行
对一条“8”字型曲线的轨迹跟踪任务。期望的初始
关节角向量为［π /12，π /12］T rad，实际的关节角向
量为［π /12，0. 9π /2］T rad。“8”字型轨迹的初始位
置为 rd ( 0 ) = ( 0. 707 11，1. 224 74) m，而实际的机
械臂末端执行器的位置设为 r ( 0 ) = ( 0. 861 40，
1. 253 34) m，初始位置误差 g ( 0 ) = ( 0. 150 66，
0. 027 92) m。设计参数 λ0 = 1，关节角度极限和关
节速度极限以及其他参数不变，仿真结果如图 4、图
5 和表 2 所示。

图 4 机械臂末端轨迹曲线和关节运动图
Fig. 4 End-effector trajectory and joint motion

of the manipulator
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图 5 机械臂关节、关节速度及位置误差曲线
Fig. 5 Transients of joint position，velocity

and end-effector position errors

表 2 机械臂末端执行器位置误差收敛情况

Tab. 2 Convergence situation of end-effector position errors

时间 t

/ s
位置差异率

σ( t)
exp( － t2 )

0. 53 8. 703 × 10 －1 8. 687 × 10 －1

1. 05 5. 758 × 10 －1 5. 762 × 10 －1

2. 53 4. 03 × 10 －2 4. 07 × 10 －2

5. 00 4. 89 × 10 －6 3. 73 × 10 －6

8. 02 1. 91 × 10 －8 1. 10 × 10 －14

10 2. 65 × 10 －8 1. 93 × 10 －22

从图 4 和图 5 可观察到，在误差较大的情况下，
机械臂也能很好地收敛到期望的轨迹，这说明了本

文提出的容错方案在执行不同的轨迹跟踪任务和存

在较大的初始误差的情况下都行之有效。另外，从
图 5 ( c) 和表 2 中的末端执行器的位置误差情况可
知，在 t = 2. 53 s 时，位置误差就只有( 0. 006 24，
0. 001 15) m，通过式( 9) 对收敛性进行量化分析，当
t = 5 s时的位置差异率 σ( 5. 00 ) 约为 4. 89 × 10 －6，

非常的接近 exp( － t2 ) ，这也进一步说明了该容错方
案的准确性。除此之外，对于实际工程应用中的精
度要求，机械臂收敛到期望轨迹的速度和位置误差

减小的范围都可以通过调节参数 λ0 来实现。此次
仿真结果更深入地验证了对于存在初始位置误差的

容错方案的有效性。
综合以上，所提出的基于二次规划的容错方案

既能在不同的初始位置误差下较快地减小误差对任

务执行精度的影响，又能适应并很好的执行不同的

轨迹跟踪任务，且具有较好的收敛性。

4 结 论

本文针对二连杆机械臂在执行轨迹跟踪任务时

可能出现的初始位置误差这一问题，提出了一种基

于二次型规划的容错解析方案，该方案利用基于线

性变分不等式的原对偶神经网络求解器进行求解。
除此之外，该方案中没有进行矩阵的求逆运算，降低

了计算的难度，同时原对偶神经网络也能够满足实

时求解的要求。仿真结果表明，机械臂在存在初始
位置误差的情况下也能够很好地完成轨迹跟踪任

务。在往后的研究中，可以将该方法扩展到冗余度
机械臂执行多任务的运动规划中，进一步提高算法

的有效性和实用性。
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